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宗敬文 1 郭正东 1 边少锋 2 朱海荣 1

1 海军潜艇学院，山东  青岛，266199
2 海军工程大学，湖北  武汉，433033

Shape Differences of Normal Gravity Equipotential Surfaces and Their 
Influence on Error Propagation in Gravity Matching Navigation

ZONG　Jingwen1 GUO　Zhengdong1 BIAN　Shaofeng2 ZHU　Hairong1

1 Naval Submarine Academy， Qingdao 266199， China
2 Naval University of Engineering， Wuhan 430033， China

摘 要：针对正常重力场中不同等位面模型间几何联系、形

状差异及其物理误差传播机制，对正常重力位函数展开了系

统性推导与数值分析。首先，建立了水准椭球面向径方程和

扁球体水准面位函数方程；其次，采用幂级数展开法推导了  
Bruns 扁球和  Helmert 扁球水准面方程，并以牛顿迭代法作

为数值基准检验有限项展开结果的精度；最后，基于正常重

力垂直梯度建立等位面几何偏差向重力异常误差及匹配导

航定位误差传播的定量评估模型。计算结果表明，Bruns 扁
球与标准水准椭球面之间可存在十米量级系统偏差，其诱发

的重力异常误差可达数  mGal 量级；Helmert 扁球与水准椭

球面之间的差异主要处于厘米量级，对应重力异常误差约

为  0. 02~0. 03 mGal。研究结果说明，等位面模型选择会直

接影响高精度重力异常归算和重力匹配导航结果，Helmert 
扁球或与水准椭球严格一致的正常重力场模型更适合作为

海洋重力基准图构建的参考模型。
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Abstract： Normal gravity field models form the foundation of 
physical geodesy and marine gravity field construction.  Focus⁃
ing on the geometric relationships， shape differences and phys⁃
ical error propagation mechanisms among different equipoten⁃
tial surface models in the normal gravity field， this paper con⁃
ducts a systematic derivation and numerical analysis of the nor⁃
mal gravity potential function.  First， the radial equation of the 
level ellipsoid and the potential function equation for the level 
surface of an oblate spheroid are established.  Second， the lev⁃

el surface equations for the Bruns spheroid and Helmert spher⁃
oid are derived using the power series expansion method， and 
the Newton iteration method is adopted as the numerical 
benchmark to verify the accuracy of finite-term expansion re⁃
sults.  Finally， based on the vertical gradient of normal gravi⁃
ty， a quantitative evaluation model is constructed to describe 
how geometric deviations of equipotential surfaces propagate 
into gravity anomaly errors and positioning errors in gravity 
matching navigation. Calculation results show that a systemat⁃
ic deviation on the order of ten meters exists between the 
Bruns spheroid and the standard level ellipsoid， and the in⁃
duced gravity anomaly error can reach the order of several 
mGal.  The difference between the Helmert spheroid and the 
level ellipsoid is mainly on the centimeter scale， with a corre⁃
sponding gravity anomaly error of approximately 0. 02~0. 03 
mGal.  The research findings indicate that the selection of 
equipotential surface models directly affects the performance 
of high-precision gravity anomaly reduction and the results of 
gravity matching navigation.  The Helmert spheroid， or the 
normal gravity field model which strictly coincides with the 
level ellipsoid， is more suitable as reference models for the 
construction of marine gravity reference maps.
Key words： normal gravity field； level ellipsoid； equipoten⁃
tial surface deviation； gravity matching navigation

地球重力场的精确建模是现代物理大地测量、

海洋大地测量和惯性/地球物理组合导航的重要理

论基础［1］。真实地球内部密度分布复杂，外部形状
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亦非规则几何曲面，因此在理论建模和工程计算中

通 常 采 用 规 则 质 体 的 重 力 场 作 为 地 球 重 力 场 的 近

似［2］。球体可视为第一近似体，旋转椭球体或旋转

扁球体则构成第二近似体，后者通常被称为正常地

球体。正常地球体所产生的重力位及其等位面，是

建立正常重力场、重力异常归算和大地水准面确定

的基本参照。

在正常重力场的严密构建中，常用近似为第二

近似体。正常椭球的确定可概括为两类经典方法：

一 类 为  Laplace 方 法 ，即 从 地 球 引 力 位 的 有 限 项 球

谐展开和离心力位出发构造正常重力位，并令正常

位等于不同常数以得到一族等位面；当常数取特定

值时，相应等位面所包围的质体可定义为正常椭球。

该方法下常见模型包括  Bruns 扁球［3］和  Helmert 扁
球［4］。另一类为  Stokes 方法，即假定水准椭球为正

常椭球，水准椭球面本身为正常重力等位面，并由该

椭 球 所 产 生 的 重 力 场 定 义 正 常 重 力 场［5-12］。 丁 行

斌［13］论述了扁球水准面方程和重力公式的级数表示

方法，指出了水准面方程和重力公式应取决于重力

位的级数展开精度，推导重力公式时必须与重力位

保 持 一 致 。 李 厚 朴 和 边 少 锋［14］借 助 计 算 机 代 数 系

统，采用幂级数展开法对 Helmert 扁球与 Bruns 扁球

的水准面方程进行新的研究，揭示出这 2 种扁球体

水准面与水准椭球面的形状差异。水准椭球在几何

表达、物理基准和工程计算之间具有较好的统一性，

常用于统一大地测量中的几何参考面/物理参考面、

正常重力计算和空间参考基准的建立。

目前，我国在进行重力资料处理与区域重力场

逼近时，依然使用这两类椭球模型。需要指出的是，

由有限阶正常位函数定义的  Bruns 扁球、Helmert 扁
球水准面，与  Stokes 意义下严格定义为正常重力等

位面的水准椭球面，在几何形态和物理内涵上并非

完全等效。然而，对于重力匹配导航而言，定位精度

不仅受匹配算法性能制约，也取决于重力基准图、实

测重力归算和正常重力参考面之间的物理一致性。

若在重力异常归算、基准图构建或实时观测改正过

程中混用不同参考等位面，其径向或法向几何偏差

将通过正常重力垂直梯度传播为系统性重力异常误

差，并进一步在匹配过程中表现为伪相关偏差或定

位系统偏置［5］。已有研究多从重力异常图分辨率、

局部粗糙度、信息熵、梯度方差、匹配区域适宜性以

及算法鲁棒性等角度分析导航误差来源［7-11］，而从正

常 重 力 场 参 考 面 的 物 理 定 义 出 发 ，定 量 刻 画  Bruns 
扁 球 、Helmert 扁 球 与 水 准 椭 球 之 间 的 等 位 面 偏 差

及其对重力异常归算和匹配导航定位误差传播机制

的研究仍相对不足。对于现代海洋重力测量和重力

匹配导航而言，mGal 量级的系统误差已可能影响重

力基准图的一致性和匹配定位的可靠性。因此，在

高 精 度 海 洋 重 力 场 构 建 和 重 力 匹 配 导 航 应 用 背 景

下，不能简单地将不同正常椭球或扁球模型视为可

相互替代的几何近似，而有必要进一步分析不同等

位面模型之间的径向差异和法向偏差，建立其经正

常重力垂直梯度向重力异常系统误差传播的定量关

系，并评估其对重力基准图构建和匹配导航定位精

度的影响。

基于此，本文以  Bruns 扁球、Helmert 扁球和水

准椭球为研究对象，就扁球体水准面和水准椭球面

间 的 联 系 和 差 异 做 出 了 严 密 的 解 析 推 导 与 数 值 分

析，采用幂级数展开法和牛顿迭代法对不同正常重

力等位面的形状差异进行精密计算，进一步建立等

位面偏差-重力异常误差-匹配导航漂移之间的物理

误差传播关系，以期为高精度海洋重力场建模、重力

基准图构建和水下重力匹配导航提供理论依据。

1 正常重力等位面模型与计算方法

1. 1　水准椭球面方程

在正常重力场计算中，水准椭球面被应用于统

一大地测量中的几何参考面和物理参考面，起到桥

梁的作用，且水准椭球面封闭表达式简单，易于实际

计算。水准椭球在几何上为一旋转椭球。设长半轴

为  a，短 半 轴 为  b，扁 率 为  α = (a - b) /a，则 其 直 角

坐标方程为：

x2 + y 2

a2 + z2

b2 = 1 （1）

在以地心纬度  φ 表示的极坐标系中，水准椭球

面向径可写为：

ρE ( φ )= a ( 1 - α )
1 -( 2α - α2 ) cos2 φ

（2）

式中，ρE 为水准椭球面向径。该表达式具有封闭形

式 ，便 于 作 为 比 较  Bruns 扁 球 和  Helmert 扁 球 水 准

面形状差异的几何基准。

1. 2　扁球体水准面方程幂级数展开法

在  Laplace 方 法 中 ，扁 球 体 水 准 面 由 正 常 重 力

位的等值条件确定。若采用二阶和四阶带谐项，并

叠加离心力位，则正常重力位可表示为［12］：

U ( ρ，φ )= GM
ρ

ì
í
î
1 -( a

ρ
)2 J2 P 2 ( sin φ )-

( a
ρ

)4 J4 P 4 ( sin φ )üý
þ

+ 1
2 ω2 ρ2 cos2 φ

（3）
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式中，GM 为地球引力常数与质量的乘积，ω 为地球

自转角速度，J2 和  J4 分别为二阶和四阶带谐系数，

P 2 和  P 4 为  Legendre 多 项 式 ，ρ 为 地 心 向 径 。 其 中

给定参考椭球的几何参数，并且结合重力位水准面

方 程 U = U ( ρ，φ)，可 以 同 时 确 定 扁 球 水 准 面 方 程

和重力公式，以及确定其级数展开精度。

Bruns 扁球仅保留二阶带谐项，其正常位可写为：

 U B ( ρB，φ )= GM
ρB

ì
í
î
1 -( a

ρB
)2 J2 P 2 ( sin φ )üý

þ
+

1
2 ω2 ρB

2 cos2 φ （4）

Helmert 扁球则在  Bruns 扁球的基础上进一步

引入四阶带谐项：

 U H ( ρH，φ )= GM
ρH

ì
í
î
1 -( a

ρH
)2 J2 P 2 ( sin φ )-

( a
ρH

)4 J4 P 4 ( sin φ )üý
þ

+ 1
2 ω2 ρH

2 cos2 φ （5）

令  t = sinφ，且 P2(sinφ)= 1
2 (3t - 1)，P4 ( )sinφ =

1
8 ( )35t 2 - 30t + 3 。

由 等 位 条 件  U B = U 0 和  U H = U 0 ，对 式（4）和

式（5）等号两边取变量 t 的各阶导数，可以依次解出 ρ

对 t 的 各 阶 导 数 ( ρ′t，ρ′′
t，⋯ ) 的 表 达 式 ，进 而 ρ = ρ ( t )

可展开为幂级数形式：

ρ = ρt ( 0 )+ ρ′t ( 0 ) t + 1
2！

ρ″t ( 0 ) t 2 +

1
3！

ρ‴t ( 0 ) t 3 + ⋯ （6）

通过隐函数微分解算出的 ρ 对 t 各阶导数的表

达式形式为 ρ ( ρ，t )，  ρ 't ( ρ，t )，  ρ ''
t ( ρ，t )， ⋯ ，鉴于篇

幅原因，可得到相应的隐式水准面方程：

ρB = GM
U 0

- GM
U 0

J2 ( a
ρB

)2 1
2 ( 3t - 1 )+

ω2 ρ3
B

2U 0
( 1 - t ) （7）

    ρH = GM
U 0

- GM
2U 0

J2 ( a
ρH

)2 ( 3t - 1 )-

GM
8U 0

J4 ( a
ρH

)4 ( 35t 2 - 30t + 3 )+ ω2 ρ3
H

2U 0
( 1 - t )

（8）
式（7）和式（8）均为关于  ρ 的非线性方程，可通

过幂级数展开获得解析近似，也可通过数值迭代直

接求解。式中，ρB 为 Bruns 扁球向径，ρH 为 Helmerts
椭球向径。本文取 t = 0，ρ = a 分别代入到式（7）和

式（8）中 ，最 终 推 导 公 式（6）取 至 t 3 项 ，则

ρ ( ρ，t )，  ρ′t( ρ，t )，  ρ′′
t ( ρ，t )，ρ′′′

t ( ρ，t )表达式如下：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ρBt( )0 = GM
U 0

+ GMJ2

2U 0
+ a3 ω2

2U 0

ρ′Bt( )0 = 1
2

a ( m + 3J2 )

m - 1 - 3
2 J2

ρ″Bt( )0 = 3
4

a ( m 3 - 2m 2 - 2mJ2 - 8m 2 J2 + 12J2
2 - 30mJ2

2 + 9J2
3 )

( m - 1 - 3
2 J2 )3

ρ‴Bt( )0 = 3a

16( m - 1 - 3
2 J2 )3

( 48m 3 - 40m 4 + 10m 5 + 72m 2 J2 + 280m 3 J2 - 70m 4 J2 +

                  36J2
2 + 180m 2 J2

2 + ⋯ )

（9）

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ρHt( )0 = GM
U 0

+ GMJ2

2U 0
+ a3 ω2

2U 0
- 3GMJ4

8U 0

ρ′Ht( )0 = 1
2

a ( m + 3J2 - 15
2 J4 )

m - 1 - 3
2 J2 + 15

8 J4

ρ″Ht( )0 = 3
4

a ( m 3 - 2m 2 - 2mJ2 - 8m 2 J2 + 12J2
2 - 30mJ2

2 + 9J2
3 + 35

3 J4 - 85
3 pJ4 - 55J2 J4 )

( m - 1 - 3
2 J2 - 15

8 J4 )3

ρ‴Ht( )0 = 24a
( 8 - 8 - 12J2 + 15J4 )5 ( 12 288m 3 - 10 240m 4 + 2 560m 5 + 18 432m 2 J2 + 71 680m 3 J2 -

                  17 920m 4 J2 + 9 216mJ2
2 + 46 080m 2 J2

2 + ⋯ )

（10）
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式（7）和式（9）为幂级数展开法推导出的取至 t 3

项的 Bruns 扁球水准面方程表达式；式（8）和式（10）
为幂级数展开法推导出的取至 t 3 项的 Helmert 扁球

水准面方程表达式。

1. 3　扁球体水准面方程牛顿迭代法

由 于 隐 式 水 准 面 方 程 在 高 阶 展 开 时 系 数 较 复

杂［12］，数值计算方法具有高效稳定的特点本文采用

牛顿迭代法作为数值基准。

一般迭代格式为：

pk + 1 = pk - f ( pk )
f ′( pk )

， k = 0，1，2，⋯ （11）

对  Bruns 扁球，由式（7）整理得：

ì
í
î

fB ( ρB )= ω2 ρ5
B ( 1 - t )- 2U 0 ρ3

B + 2GMρ2
B - GMa2 J2 ( 3t - 1 )

f ′B ( ρB )= 5ω2 ρ4
B ( 1 - t )- 6U 0 ρ2

B + 4GMρB

（12）

对  Helmert 扁球，由式（8）整理得：

ì
í
î

fH ( ρH )= 4ω2 ρ7
H ( 1 - t )- 8U 0 ρ5

H + 8GMρ4
H - 4GMa2 J2 ρ2

H ( 3t - 1 )- GMa4 J4 ( 35t 2 - 30t + 3 )
f ′H ( ρH )= 28ω2 ρ6

H ( 1 - t )- 40U 0 ρ4
H + 32GMρ3

H - 8GMa2 J2 ρH ( 3t - 1 )
（13）

式（12）为 Bruns 扁球水准面牛顿迭代函数及其

导 函 数 ；式（13）为 Helmert 扁 球 水 准 面 牛 顿 迭 代 函

数及其导函数，牛顿迭代法不依赖有限阶截断，适合

作为幂级数展开结果的精度检验基准。考虑到牛顿

迭代的二次收敛是局部性质，仅在根的小吸引域内

生效，且存在初值落入函数导数近零区域会发生步

长爆炸发散和多根、多极值的问题。因此，选择根据

文献［14］可确定迭代初值。

2 数值验证与误差传播分析

2. 1　幂级数展开精度检验

§1. 2 和§1. 3 从解析法和数值法分别对 Bruns 和

Helmert 两种扁球水准面进行了理论推导，本节将对

上述推导公式精度进行计算和验证，分析比较扁球

体水准面与水准椭球面间的差异。

将采用 GRS80 国际椭球，其具体参数如下：a =
6 378 137 m，ω = 0. 7 292 115 × 108 rads-2，GM =
3 986 005 × 108 m3 s-2，U 0 = 62 636 860. 85 m2 s-2。

将 GRS80 国 际 椭 球 参 数［15］代 入 到 水 准 椭 球 面

方程（2）中得到：

ρE ( φ )= 6 356 752. 298
1 - 0. 0 066 944 cos2 φ

（14）

文 献［12］给 出 了 Bruns 扁 球 水 准 面 方 程 式 和

Helmert 扁球水准面方程式：

ρB = 6 378 137 - 21 384. 686 sin2 φ （15）

ρH = 6378137 - 21 384. 686 sin2 φ - 26. 91 sin2 2φ

（16）

根据文献［14］给出方法计算出的幂级数展开至

t 2 项 Bruns 扁球水准面方程式和 Helmert 扁球水准面

方程式为：

ρLB = 6 378 131. 299 9 - 21 435. 745 sin2 φ +
42. 244 sin4 φ （17）

ρLH = 6 378 136. 988 -
21 492. 461 sin2 φ + 107. 868 57 sin4 φ （18）

式（7）和（9）为幂级数展开至 t 3 项的 Bruns 扁球

水准面方程表达式为：

      ρ1 = 6 378 131. 299 9 - 21 435. 745 sin2 φ +
42. 244 sin4 φ - 0. 810 5 sin6 φ （19）

式（8）和式（10）为幂级数展开至 t 3 项的 Helmert
扁球水准面方程表达式为：

     ρ2 = 6 378 136. 988 - 21 492. 461 sin2 φ +
107. 868 57 sin4 φ + 0. 000 115 sin6 φ （20）

实际计算中，牛顿迭代法为数值计算方法，幂级

数展开法仅取有限项数来计算，因此考虑以数值计

算方法对幂级数展开法进行精度检验。对式（17）~
式（20）和牛顿迭代法计算公式分别在地心纬度区间

[ 0°~90° ] 内取间隔 15° 为一次计算点。幂级数展开

至 t 2 项和 t 3 项的 Bruns 扁球水准面与牛顿迭代法计

算 结 果 差 异 如 表 1 和 图 1（a）所 示 ；幂 级 数 展 开 至 t 2

和 t 3 项的 Helmert 扁球水准面与牛顿迭代法计算结

果差异如表 1 和图 1（b）所示。

图 1（a）看出，幂级数展开至 t 3 项的 Bruns 扁球水

准面与牛顿迭代法计算结果差异趋于稳定，且差异

很小；幂级数展开至 t 2 项的 Bruns 扁球水准面与牛顿

迭代法计算结果差异随纬度的升高而增大，最大约

为 0. 8 m。图 1（b）看出，幂级数展开至 t 2 项和 t 3 项的

计算结果与牛顿迭代法计算结果近乎一致。

表 1 中 ∆ρLB 为幂级数展开至 t 2 项的 Bruns 扁球

水准面与牛顿迭代法计算结果差异 ，∆ρ1 为幂级数

展开至 t 3 项的 Bruns 扁球水准面与牛顿迭代法计算

结果差异。可以看出，赤道附近 ∆ρLB 和 ∆ρ1 差异为

0，幂级数展开至 t 2 项时，截断误差随纬度升高而逐

渐 增 大 ，极 区 附 近 可 达  0. 8 m 左 右 ；而 展 开 至 t 3 项

后，与牛顿迭代结果的差异明显减小并稳定在厘米

量级 ，其中幂级数展至 t 2 项的精度稍低于展开至 t 3
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项的精度，∆ρ1 的计算精度更加稳定，与数值计算方

法相比差异仅在厘米量级，显著提高了计算精度。

表 2 中 ∆ρLH 为幂级数展开至 t 2 项的 Helmert 扁

球水准面与牛顿迭代法计算结果差异 ，∆ρ2 为幂级

数展开至 t 3 项的 Helmert 扁球水准面与牛顿迭代法

计 算 结 果 差 异 。 可 以 看 出 ，Helmert 扁 球 展 开 至  t 2 
项和  t 3 项时均与牛顿迭代法结果高度一致，其差异

最小可达  10-8 m 量级，最大亦为  10-5 m 量级，说明  
Helmert 扁 球 水 准 面 方 程 对 高 阶 截 断 不 敏 感 ，数 值

稳定性优于  Bruns 扁球。综上所述，幂级数展开最

少至 t 3 的 Bruns 扁球水准面方程和幂级数展开最少

至 t 2 的 Helmert 扁球水准面方程的计算精度可达到

厘米级。

2. 2　扁球体水准面与水准椭球面形状差异

为进一步分析不同正常重力等位面的几何一致

性，将  Bruns 扁球、Helmert 扁球水准面向径与水准

椭球面向径进行比较，定义差异量为：

ΔρM ( φ )= ρM ( φ )- ρE ( φ )，M ∈{B，H } （21）

同样在地心纬度区间 [ 0°~90° ] 内取间隔 15° 为

一次计算点，分析比较扁球水准面与水准椭球面间

的差异。其中 Bruns 扁球水准面方程与水准椭球面

间 的 差 异 对 比 结 果 如 表 3、图 2（a）和 图 3（a）所 示 ；

Helmert 扁球水准面方程与水准椭球面间的差异对

比结果如表 4、图 2（b）和图 3（b）所示。而图 3（a）和

图 3（b）均为将差异结果放大 20 000 倍后的示意图。

表 2、图 2（a）和 图 3（a）看 出 ，文 献［12］给 出 的

Bruns 扁球水准面在地心纬度 [-90°~90° ] 中大于水

准椭球面，且在 φ =±45° 处与水准椭球面差异最大

为 26. 932 2 m，在 赤 道 （φ = 0°） 和 两 极 处

（φ =±90°）与水准椭球面重合。文献［13］和本节推导

结 果 与 水 准 椭 球 面 相 比 有 高 低 起 伏 变 化 ，在 φ =
±41° 处与水准椭球面差异正值最大，其中 ∆ρLB、∆ρ1

和 ∆ρNB 分别为 6. 600 2 m、6. 535 7 m 和 6. 528 3 m；

在 φ =±90° 处 与 水 准 椭 球 面 差 异 负 值 最 大 ，其 中

∆ρLB、 ∆ρ1 和 ∆ρNB 分别为−14. 485 2 m、−15. 295 6 
m 和−15. 282 7 m。综上，Bruns 扁球水准面与水准

椭球面差异在十米量级误差，该差异虽小于全球大

地水准面起伏的百米量级，但对于  mGal 级海洋重

力测量和重力匹配导航而言已不可忽略。

表 4、图中 2（b）和图 3（b）看出，文献［13-14］和本

文推导结果与水准椭球面相比有高低起伏变化，但变

化 较 小 。 文 献［13］结 果 与 水 准 椭 球 面 差 异 范 围 为

-0. 005 4~0. 063 3 m；文献［14］结果与水准椭球面差

异 范 围 为 -0. 003 0~0. 084 6 m；本 文 推 导 t 3 项 的

Helmert 扁 球 水 准 方 程 与 水 准 椭 球 面 差 异 范 围 为

图 1　Bruns和 Helmert扁球水准面方程幂级数展开 t 2，t 3 项

与牛顿迭代法对比

Fig.  1　Comparison of the Level Equation Series Expansion 
with the Newtonian Iterative Method

表 1　Bruns 扁球水准面方程 t 2，t 3 级数展开精度检验

Tab.  1　 Bruns Ellipsoidal Level Equation Level Expansion 
Accuracy Check

φ/°
0

15
30
45
60
75
90

∆ρLB /m
0. 020 361
0. 018 565
0. 025 424
0. 010 635
0. 338 661
0. 648 141
0. 797 582

∆ρ1 /m
0. 020 361
0. 018 322
0. 012 761
0. 005 042
0. 003 257
0. 010 123
0. 0128 89

∆ρ1 - LB /m
0

0. 000 244
0. 012 651
0. 101 101
0. 340 865
0. 655 743
0. 807 145

表 2　Helmert 扁球水准面方程 t 2，t 3 级数展开精度检验

Tab.  2　 Helmert Ellipsoidal Level Equation Level 
Expansion Accuracy Check

φ/°
0

15
30
45
60
75
90

∆ρLH /m
4. 987×10-5

6. 169×10-5

8. 471×10-4

6. 234×10-3

0. 020 005
0. 037 124
0. 045 088

∆ρ2 /m
4. 987×10-5

6. 169×10-5

8. 471×10-4

6. 236×10-3

0. 020 010
0. 037 134
0. 045 099

∆ρ2 - LH /m
0

1. 024×10-8

1. 797×10-7

1. 441×10-6

4. 870×10-6

9. 370×10-6

1. 154×10-5
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-0. 003 0~0. 084 6 m；牛顿迭代法计算结果与水准

椭 球 面 差 异 范 围 为 -0. 016 2~0. 039 5 m。 综 上 ，

Helmert 扁球水准面与水准椭球面差异在厘米量级，

相 比 较 于 大 地 水 准 面 起 伏 变 化 在 百 米 量 级 ，显 然

Helmert 扁球在实际应用上是与大地水准面近似的。

2. 3　等位面偏差对重力匹配导航的物理误差传播

重力等位面的几何形变不仅仅是数学问题，更

会通过正常重力垂直梯度［16］直接耦合到物理重力异

常的计算中，主要从以下两个方面做出分析：

1）重力异常的系统偏差估算。设某一扁球水准面

相对于水准椭球面的径向偏差为 ΔρM。严格地，重力

归算采用沿椭球法线方向的偏差 ΔhM，二者可近似满足：

          ΔhM ( B )≈ ΔρM ( φ ) cos ( B - φ )， 
 tan φ = ( 1 - e2 ) tan B （22）

图 2　Bruns和 Helmert扁球水准面示意图

Fig.  2　Diagram of Bruns and Helmert Ellipsoidal Level
图 3　Bruns和 Helmert扁球水准面方程计算结果对比

Fig.  3　Comparison of Bruns and Helmert Ellipsoid 
Equation at Different Geocentric Latitudes

表 3　Bruns 扁球水准面方程不同地心纬度处 ∆ρ 的对比

Tab.  3　 Comparison of Bruns Ellipsoid Equation at Different Geocentric Latitudes
φ

ΔρB/m
ΔρLB/m
Δρ1/m

ΔρNB/m

0°
0. 000

-5. 670
-5. 670
-5. 670

15°
6. 749 4

-2. 151 4
-2. 151 6
-2. 169 9

30°
20. 227 4
4. 432 9
4. 420 2
4. 407 5

45°
26. 932 2
6. 293 6
6. 192 3
6. 187 2

60°
20. 170 9

-0. 031 2
-0. 373 1
-0. 372 1

75°
6. 716 7

-9. 818 1
-10. 466 3
-10. 466 3

90°
0. 000

-14. 485 2
-15. 295 6
-15. 282 7

表 4　Helmert 扁球水准面方程不同地心纬度处 ∆ρ 的对比

Tab.  4　 Comparison of Helmert Ellipsoid Equation at Different Geocentric Latitudes
φ

ΔρH/m
ΔρLH/m
Δρ2/m

ΔρNH/m

0°
0. 000 0

-0. 012 1
-0. 012 1
-0. 012 2

15°
0. 027 6
0. 001 8
0. 001 8
0. 001 7

30°
0. 062 1
0. 013 5
0. 013 5
0. 012 6

45°
0. 045 1
0. 000 4
0. 000 4

-0. 005 9

60°
0. 005 6
0. 005 3
0. 005 3

-0. 014 7

75°
-0. 005
0. 052 9
0. 052 9
0. 015 7

90°
0. 000

0. 084 6
0. 084 6
0. 039 5
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对 于 十 米 量 级 以 内 的 数 量 级 分 析 ，可 近 似 取  
ΔhM ≈ ΔρM。

正常重力沿法线方向的一阶变化为：

γ ( B，h )= γ ( B，0 )+ ∂γ
∂h

Δh + O ( Δh2 ) （23）

由此，等位面偏差引起的重力异常系统误差可

表示为：

δΔgM ( B )≈ Γ ( B ) ΔhM ( B ) （24）

其中， Γ (B) 为正常重力垂直梯度的绝对值，可按一

阶近似写为：

Γ ( B )= 2γ ( B )
a

( 1 + f + m - 2f sin2 B ) （25）

在实际工程和大地测量中，通常会计入正常重

力垂直梯度完整项、纬度改正和离心力修正［17］，完整

一阶近似公式为：

Γ ( B )≈ 2
-
γ
R

ΔN （26）

其中， γ̄ 是正常重力平均值；R 为地球平均半径； ∆N

为不同模型下的水准面高差，当高程单位取 m 时，Γ
的 单 位 为  mGal/m。 据 此 ，等 位 面 偏 差 与 重 力 异 常

误差之间近似具有线性关系：

| δΔgM |≈ 0. 308 6 | ΔhM | （27）

计算出不同模型下几何偏差将产生线性放大的

重力场偏差见表 5，需要强调的是，式（27）所描述的

是由参考等位面不一致导致的系统偏差，而非随机

测量噪声。该偏差若进入重力基准图，将在匹配导

航中表现为具有空间相关性的背景误差。

根 据 表 3、表 5 和 图 3（a）看 出 ，Bruns 扁 球 模 型

在  45° 纬度附近存在约  26. 93 m 的径向偏差，这将

在重力场模型中引入约  8. 31 mGal 的系统误差。这

一量级远超现代海洋重力仪的测量噪声阈值。根据

表 4、表 5 和图 3（b）看出，Helmert 扁球模型的最大几

何 偏 差 仅 为  0. 08 m，引 入 的 重 力 计 算 误 差 仅 为 约  
0. 02 mGal，可满足构建高精度海洋重力场的需求。

2）匹配导航定位的漂移估算。在重力匹配导航

（如 TERCOM 算法）中 ，匹配定位精度的核心在于

重 力 基 准 图 的 精 度［18-20］，基 准 重 力 图 的 系 统 误 差 会

直接影响匹配定位结果［21，22］。设实测归算重力观测

值为  z i，基准图在位置  x i 处的重力异常为  gr( x i)，由

等位面偏差产生的系统误差为  δΔgM ( x i)，观测噪声

为  v i，则可写为：

zi = gr ( x i )+ δΔgM ( x i )+ v i （28）

在匹配点附近线性化，有：

δz i ≈ ∇ h gr ( x i )T δx + δΔgM ( x i )+ v i （29）

若采用加权最小二乘形式，则由等位面系统误

差导致的位置偏差可表示为：

δx̂= ( H TR-1H )-1Η TR-1b， 
H i = ∇ h gr ( x i )T， b i = δΔgM ( x i ) （30）

在缺乏完整轨迹和协方差矩阵的条件下，可采

用标量数量级估算：

| δx |≈
|| δΔgM

G eff
（31）

其 中 ，G eff 为 局 部 有 效 水 平 重 力 异 常 梯 度 ，单 位 为  
mGal/km。考虑浅海内陆架平缓地区和平缓深海盆

地为典型可匹配海域，G eff 取 2 mGal/km，在基准图

构建与实时重力测量归算中混用了具有十米级误差

的 Bruns 扁球模型 ，则  Bruns 近似公式对应的  8. 31 
mGal 系统误差可导致约  4. 15 km 的伪定位漂移；即

使 采 用  Bruns 高 阶 展 开 或 牛 顿 迭 代 结 果 对 应 的  
4. 72 mGal 误 差 ，也 可 能 导 致 约  2. 36 km 的 定 位 偏

差，这将造成高达数公里的定位漂移。相反，若应用

本 文 推 导 出 的 至 t3 项 的 Helmert 模 型 ，其 对 应 的  
0. 026 mGal 误 差 在 相 同 梯 度 条 件 下 仅 产 生 约  
0. 013 km，即约  13 m 的定位影响，可以将引入的定

位漂移贡献被压缩至百米甚至是十米级以内。

因此，若在重力基准图构建与实时重力测量归

算 中 混 用 不 一 致 的 参 考 等 位 面 ，Bruns 扁 球 可 能 引

入 不 可 忽 略 的 系 统 定 位 误 差 ；Helmert 扁 球 由 于 与

水准椭球面的几何一致性较好，其误差传播对重力

匹配导航的影响显著较小。在低梯度海域，G eff 可能

低于  2 mGal/km，此时同等重力异常偏差会被进一

步放大为更大的定位误差，因而参考等位面一致性

仍需作为重力匹配导航基准图构建中的关键约束。

3 结束语

本文围绕正常重力场中不同等位面模型的几何

差异及其对重力匹配导航的物理误差传播问题开展

研究。针对  Laplace 方法下定义的  Bruns 扁球、Hel⁃
mert 扁球以及  Stokes 理论下定义的水准椭球，本文

从正常重力位函数出发，系统推导了扁球体水准面

方程，并采用幂级数展开法与牛顿迭代法对其几何

形态和计算精度进行了数值验证。在此基础上，进

一步建立了等位面几何偏差经正常重力垂直梯度向

表  5　等位面几何偏差引起的重力异常误差估算

Tab.  5　 Estimating Gravity Anomaly Errors Caused by 
Interfacial Geometric Deviations

模型或情形

Bruns
Bruns 牛顿迭代法

Helmert

最大几何

偏差/m
26. 932 2
15. 282 7

0. 084 6

采用梯度/
（mGal·m－1）

0. 308 6
0. 308 6
0. 308 6

重力异常误

差/mGal
8. 31
4. 72
0. 026
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重力异常误差传播、并进一步影响重力匹配导航定

位精度的评估框架。主要结论如下。

（1）Bruns 扁 球 水 准 面 方 程 在 展 开 至  t 3 项 后 相

对于牛顿迭代结果的误差可控制在厘米量级；Hel⁃
mert 扁球水准面方程的幂级数展开结果与牛顿迭代

结果具有更高一致性，整体误差亦处于厘米量级或

更小量级。Bruns 扁球水准面与标准水准椭球面之

间存在显著系统性几何差异。Helmert 扁球水准面

与水准椭球面之间具有更高的几何一致性。

（2）等位面几何偏差会通过正常重力垂直梯度

传播至重力异常归算结果。Bruns 扁球几何偏差可

引入约  8. 3 mGal 的重力异常系统误差。相比之下，

Helmert 扁 球 约  0. 08 m 的 最 大 几 何 偏 差 仅 对 应 约  
0. 02~0. 03 mGal 的重力异常误差。

在高精度海洋重力基准图构建、重力异常归算

和重力匹配导航应用中，应优先采用  Helmert 扁球

或与水准椭球保持严格一致的正常重力场模型，以

保证几何基准、物理基准和导航基准之间的一致性。
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